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Utdrattur

I pessari grein munum vid skoda adferdir Lagrange og Hamiltons i
klassiskri aflfraedi, skilgreina ymis grunnhugtok i diffurramfraedi og skil-
greinum sidan samflétta vidattu. Vid skodum hvernig su skilgreining gef-
ur af sér nattarulega leid til ad tengja aflfreedi Hamiltons vid almennar
vidattur. Vid endum & ad skoda deemi um hreyfingu & vidattu, fyrst med
ao0ferdum Newtons og sidar adferdum Hamiltons.

1 Grundvollur

Aflfreedi Newtons gjorbylti visindaheiminum pegar hun kom fyrst fram. Sidar
komu nyjar hugmyndir sem leiddu i 1jés énnur sjénarhorn & sému vandamal-
um. Eftir pvi sem vandarmaélin urdu floknari pa vard naudsynlegt ad binda
saman diffurramfreedi og edlisfreedi. Markmid fyrsta kaflans er ad kynna pau
hugtok sem leyfa okkur ad skilgreina aflfrseedi Hamiltons { breidara samhengi 4
svokolludum vioattum.

1.1 EOdlisfra=01

Flestir eru kunnugir 16gmalum Newtons en pau leggja grunninn ad aflfreedi
eins og flestir framhaldskélanemendur pekkja hana. Pau 16gmal kveda & um
a0 hlutir hreyfist med tiliti til tima og ad kraftar verki & p4. Annad 16gmal
Newtons tengir saman kraft og hreyfingu hlutar meod annars stigs diffurjéfnunni

F(y(t),t) = ma(t) (1)
0 0y

bar sem a = g; 5y 08 7y er ferill sem lysir hreyfingu hlutarins.

A timum Newtons var adallega hugsad um hreyfingu i tengslum vid massa
hluta og krafta sem verka & hluti og reynast pau freedi vel pegar fengist er
vid apreifanleg verkefni. Hins vegar pegar edlisfraedingar foru ad skoda aflfraedi
himintungla skapadist porf 4 almennari adferd til ad fast vid slik verkefni. Petta



leiddi til pess farid var ad nyta tengsl hreyfingar vio skridpunga i stad pess ad
lita 4 kraft og massa. Onnur mikilvaeg framproun i aflfreedi var ad han vard
ekki eins hao tilteknu hnitakerfi, sem audveldadi notkun i mismunandi kerfum.

Joseph-Louis Lagrange var brautrydjandi 4 hinum ymsu svidum steerdfraed-
innar, par & medal { aflfreedi. Hann gaf at ritid Mécanique analytique & Arunum
1788-89 par sem litio er 4 aflfraedi fra 60ru sjéonarhorni en tidkast hafdist 4 tim-
um Newtons. I stad bess ad nota vigurgilt fall (kraftafall F) til dkvarda hreyf-
ingu hlutar notar hann raungilt fall. Olikt forverum sinum notfeerir Lagrange
sér ekki ramfreedileg rok til ad syna fram & nidurstodur sinar. Hann ordar pad
sjalfur & fyrstu tveimur bladsidum ritsins:

I pessu riti eru engar myndir, per adferdir sem ég mun utskyra purfa
hvorki riumfredilegar né afifredilegar tilkanir, heldur adeins algebrulegar
adferdir sem tengjast reglulegri og samfelldri framrds. [3, p.1]

Vid skulum skoda pessar hugmyndir i pvi tilfelli pegar kerfid okkar er geymid
og lysir hreyfingu i R3. Pa er til fall U : R? — R med pann eiginleika ad
F=-VU.

Skilgreining 1.1. Latum I vera bil i R og v : I — R? vera bjala vérpun sem
lysir hreyfingu hlutar. Fallid U : I — R sem hefur pann eiginleika ad

F(y(t),t) = =VU(y(t))
kallast stoduorka hlutarins. Vorpunin T : I — R kallast hreyfiorka hlutarins
og er skilgreind med eftirfarandi jofnu:

1
T(t) = im(v - v)

pbar sem % = v kallast hradi hlutarins. Vid kollum svo E = U 4+ T heildarorku
hlutarins.
Setning 1.2. (Geymni orku) Efy : I — R? er pjal vrpun sem lysir hreyfingu
hlutar med hreyfiorku T og sté6duorku U pa er heildarorka hlutarins

E@t) =T(t)+U((1))
fasti 4 1.

Sonnun:

dE _dT  dU
dt — dt  dt
=—ma-v+ma-v=>0

1
:VU-U+§m(a'v+v-a)



O
Petta er ahugaverd nidurstada en hun gildir ekki almennt. Ef vid baetum
til deemis nuningi vid kerfio okkar pa faum vio ekki pessa nidurstéou.
N skulum vio skoda hugmyndir Lagrange. Pa er jofnu hér ad ofan,
sem tengir hreyfingu hlutar vid kraftafall sem er vigurgilt, breytt i jé6fnu sem
tengist { stad raungildu falli L.

Setning 1.3. Pjal vorpun v : I — V sem lyst er med v(t) = (qu(t), ..., qn(t))
er lausn 4 hreyfijéfnunni ma = —VU, par sem U er stéduorka, T" er hreyfiorka

og L(q,v) =T(v) —U(q) b.p.a.a.

d 0L oL
— (=) =— = =1,..,n.
dt(6vi) 6qi 0’ ! reea T

Vio k6llum L Lagrange-fall.

Pessi nidurstada er heldur mikilvaeg og haegt er ad sja sonnunina & henni 1 |2
bls. 437-443]. Med besssari adferd er ramfraedilegt ttlkun yfirfeerd a4 tungumal
algebru og steerdfreedigreiningar. Pa er kraftafallid, sem er vigurgilt, yfirfeert 4
Lagrange-fall sem er raungilt.

Vid hofum pvi fall L sem tekur inn stok sem segja til um stadsetningu
hlutarins og svo hrada hans i peim punkti. Petta gefur okkur i raun 2n breytur
(g,v). Vid hofum pvi n-hlutafleidujofnur af 6dru stigi sem segja okkur til um
hreyfinguna.

Hugmyndin um ad vinna me0 raungilt fall { stad vigurgilds kraftafalls til a0
akvarda hreyfingu leiddi til frekari frampréunar. Einn peirra sem hafoi mikil
ahrif & bpessi freedi var William Rowan Hamilton. Hann ruddi sidar brautina
a0 almennri aflfreedi sem atti eftir ad hafa mikil adhrif & skammtafraedi.

Skilgreining 1.4. Skilgreinum fall H : R" x R™ — R" bannig ad

H(q,p) = O pivi) — L(g, v(q.p))
=1

Kollum petta fall Hamilton-fall.

Aflfreedi Hamiltons er frabrugdin aflfreedi Lagrange par sem Hamilton-fall
notar upplysingar um stadsetningu og skridpunga (g, p) i stad bess ad nota
upplysingar um stadsetningu og hrada (g, v). Vid getum nu fengid samsvarandi
diffurjéfnur fyrir Hamilton-fall sem lysa hreyfingu hlutarins.



Setning 1.5. Latum v : I — V C R?" vera pjala vorpun og latum L vera

lagrange-fall og H vera Hamilton-fall kerfisins. P& er q,p = (v,v) lausn a

ma = —VU, p.p.a.a. (¢,p) = (z, g—%) eru lausnir 4 eftirfarandi 2n diffurjéfnum
dfqi _ OH dp; OH

o T i=1,...n

dt  Op;’ dt oq'’

Sonnun:

aH = d(3" pivi — L)
= Zpidvi + Z(mdpz’) - Z(g;) - Z(gidv,)

oL 0L

= (widp) - (G A pi=

Ef vid horfum & sérhvern studul fyrir sig i dH og svo samsvarandi studul {
> (vidp;) — Z(g—;dqi) ba faum vid eftirfarandi jofnur:

dg _OH dpi _ _OH
dt  9p;  dt  Og’

i=1,..,n)

O

Petta er pvi enn 6nnur leid til pess a0 hugsa um hreyfingu med tilliti til
stadsetningar og skriopunga. Vid skulum athuga ad vido héfum nid 6 = 2n
diffurjofnur af fyrsta stigi i stad bess ad hafa 3 = n diffurjéfnur af 6dru stigi.
Pad getur verio paegilegra ad leysa aflfreedideemi i pessari ttfeerslu en pad parf
ekki a0 vera. Pad sem er hins vegar merkilegt vio pessa framsetningu er ad hun
nytir sér samhverfur { kerfinu sem gera okkur kleift ad syna fram & niourstéour
eins og setningu Noether[6, p. 467| & skyrari hatt.

Pegar unnid er med Lagrange-fall eda Hamilton-fall pa er ekki lengur ein-
ungis horft 4 hnit sem samsvara stadsetningu. I stad bess er horft & steerra
hnitakerfi sem nytir sér baedi stadsetningu, sem i okkar tilfelli notar prjar breyt-
ur, og par ad auki prjar breytur sem lysa annadhvort hrada eda skriopunga.
Vid kéllum ram allra mogulegra astanda & kerfi astandsram pess. Astandsrim
i aflfreedi Lagrange er pvi ram allra mogulegra stadsetninga og hrada sem er
ba RS = R?" og astandsram i aflfreedi Hamiltons er pvi ram allra mogulegra
stadsetninga og skridpunga sem er eins R6 = R?". Astandsramid { aflfraedi
Hamiltons er oft kallad fasaram.

1.2 Diffurramfrasedi

Mikilveegt er a0 lesandi hafi undirstéou til ad skilja textann og pvi skulum vid
taka hjéleid til ad undirbtia okkur undir ad takast 4 vio aflfreedi 4 vioattum.



Skilgreining 1.6. Grannmétun f kallast diffurmotun ef f og f~! eru baedi
bjal foll.

Skilgreining 1.7. Vidatta er firorim M sem hefur pann eiginleika ad til sé
k € {1,2,..} bannig ad fyrir sérhvert p € M D4 er til grennd U um p bannig
ad U er diffurmota R, Vid segum ba ad vidatta sé k-vid og tdknum hana
stundum MF.

Pegar hugtakio diffur er skodad pa erum vid i raun ad nélga vérpun i grennd
vi0 einhvern punkt sem linulegt fall. Diffurramfreedin gerir okkur kleift ad
utvikka petta hugtak sem gerir okkur kleyft ad nalga foll 4 vidattum sem geta
oft verid framandi. Daemi um vidattu er hnéttur. P6 er mikilveegt ad hafa i
huga ad stadbundnir eiginleikar eru ekki endilega viofemir, t.d. jordin er flot {
grennd vio okkur en hin er i raun kringlétt.

Skilgreining 1.8. Latum M vera n-vida vidattu. Tvenndin (U, zx) af opnu
mengi U C M og diffurmoétun = : U — R™ kallast kort & M.

Vid skulum svo skilgreina kortasafn lauslega. Kortasafn er samansafn af
kortum sem eru pjal og eru diffurmota &4 svedum sem pau skerast & , p.e. ad
bad er alltaf haegt ad komast tr einu kortasafni { annad 4 pjalan hatt ef kortin
skerast (sja mynd . Vid segjum ad kortasafn sé dsteekkanlegt ef pad er ekki
eiginlegt hlutmengi i 60ru steerra kortasafni.

Skilgreining 1.9. Vidatta M &samt dstackkanlegu kortasafni kallast diffran-
leg vidatta.

Naest skodum vid varpanir milli vidatta.

Skilgreining 1.10. Vorpun f : M™ — N™ er sogd vera pjdl ef fyrir sérhvert
kort (z,U) & M™ og sérhvert kort (y,V) & N™, ba er vérpunin yo foz~!:
z(U) CR" — y(V) C R™ bjal. Vid segjum einnig ad f sé pjal i punktinum
pEMefyoforterbjalix(p).

Petta er leid til pess ad breyta falli f : M™ — N™ { fall g : R™ — R"
sem getur gefio okkur upplysingar um fallid f pvi ad vid vitum vel hvernig
foll eins og g haga sér sja mynd [I] Neest skodum vid mikilveeg mengi sem eru
o6missandi i umfjollun okkar. Fyrst skodum vid rim allra moégulegra snertla og
stadsetninga & vidattunni. Til ad gera pad pa purfum vid fyrst ad skilgreina
snertiplan punktsinns p. Latum D, vera mengi allra varpana fra M — R sem
eru pjalar i grennd um p. P4 getum vid skilgreint snertibundin.
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Mynd 1: Deemi um samfellda vorpun milli tveggja vidatta.

Skilgreining 1.11. Latum M vera n-vida vidattu og latum p € M. Vio
kollum mengi allra linulegra varpana v, : D, — R sem haegt er ad lysa sem

d(fev)| _ d(f(v)
dt =0 dt =0

vp(f) =

snertiram M i punktinum p ef v : (—g,e) € R — M er bjal vorpun med
7(0) = p. Vid taknum snertirtm { punktinum p med T, M. Vid kéllum svo

TM={(z,y)|lxr € M,y € T, M}
snertibundin 4 M.

Ef vi0 settum ad yfirfeera aflfreedi Lagrange & almennar vidattur pa myndi
astandsram hennar vera T’M (mynd . Skodum nt nykursnertibundin.

Skilgreining 1.12. Liatum M vera n-vida vidattu og latum p € M. Vid
koéllum mengi allra linulegra varpana wy : T, M — R nykursnertirim punktsins
p & M og tdknum pad med T,y M. Vid kollum

T*M = {(z,y)|zr € M,y € T, M}
nykursnertibundin 4 M.

I tilfellinu sem vid skodudum i fyrsta kafla ba var skridpunginn linuleg
vorpun af hradanum, p = g—ﬁ svo (gq,p) er einmitt stak i T*R3. Ef vid mynd-
um vilja alhaefa petta fyrir Lagrange-fall L : M — R ba vitum vio ad fyrir
sérhvern punkt z € M ad til er kort q(z) = (¢'(2),...,¢"(x)) { grennd vid
x. P& er heegt ad skrifa sérhvert v.€ TpM sem v = > " | aia%ilbar sem
7

a’-in eru otviraett akvoroud. Vid getum bvi skilgreint vi(v) = a'. Pa er



Mynd 2: Vidatta og tvo kort Mynd 3: Snertibundin & kilu,
sem skerast. brjua stok.

(q',...,q", v}, ...,v") kort & TM i grennd vid (q,v). P4 er haegt ad leggja merk-

ingu i baedi (qu...jqn,fgﬁ ,...,—(%Ln ) € TMog (ql,...,qn,pl,...,pn)‘ €
(qv) (g:v) (av)
T*M, med p; = % fyrir lagrange-fallid.

Skilgreining 1.13. Litum M vera diffranlega vidattu. Pjalt 1-diffurform &
M er vorpun

w: M —T*M,

sem hefur pann eiginleika ad fyrir sérhvert p € M ba er w, € T; M Dar sem
w(p) = (p,wp).

Par ad auki gildir fyrir sérhvert p € M og 6ll bjal vigursvid ad fallid f sem
gefid er med

er pjalt med tilliti til p.

1-diffurform er pvi adfero til pess ad skilgreina vérpun & M sem skilar okkur
falli sem breytist samfellt fra hverjum punkti yfir { annan. Petta tiltekna fall
tekur inn gildi fr& TM og tekur svo gildi sin 1 R. Heegt er ad framlengja
pessa skilgreiningu almennt i k-diffurform eins og hér ad ofan nema pa er
wp € T"M x ... x T*M k sinnum. k-diffurform eru pvi leid til pess ad fa
k-linulegt fall & M sem tekur gildi sin & R sem breytast samfellt med tilliti til
stadsetningar &4 vioattunni. Petta gefur okkur adferd til a0 meela fjarleegdir &



vioattunni, meela flatarmal eda i okkar tilfelli a0 samsvara Hamilton-fallid vid
vidattuna.
Litum nt 4 nykursnertibundin 7*M 1 z = (24, p) € M. Gerum rad fyrir

ad vid hofum kort (U, (¢,)), q(z) = (¢'(2), -..,¢"(2)) , p(z) = (p1(2), ..., pu())
i grennd vid x. P4 myndar

9 9 9 9
S B Bl B

grunn fyrir T'(T*M). Vid getum sidan skilgreint {6llin

9 . 9

dg'(——) = 8, dg'(—) =

@ (5q) = % q(apj) 0
9\ 9.\

bau mynda grunn fyrir 7*(7T*M).

Skilgreining 1.14. Latum f : M — R vera bjalt fall. Ytri afleida fallsinns f
er 1-diffurformio, taknad meo df, skilgreint med

fyrir sérhvert pjalt vigursvio V' 4 T M.

Skilgreining 1.15. 2-diffurformio w kallast samfléttad diffurform ef fyrir sér-
hvert w, = w(p) ba er

1. wy er ourkynjad, b.e. ef wy(X,Y) =0 fyrir 611 Y pba er X = 0.
2. wy er lokad, b.e. dw, = 0.

3. wyp er mishverft, p.e. w(V, V) =0.

Skilgreining 1.16. Samflétt vidatta er tvenndin (M, w) bar sem M er vidatta
og w er samfléttad diffurform.

Dzemi um samflétta vidattu er R?® med hnit 21, .., 2, Y1, ..., Yn 0g 2-diffurformid

wo = zn: dx; N\ dy;.

i=1



Setning 1.17. (Darboux) Latum w vera otrkynjad 2-diffurform & vidéttu
M?". Pé er dw = 0 pa og pvi adeins ad fyrir sérhvert p € M?>" er til kort
x = (P1y.yPn,q1s---» qn) I grennd vid p pannig ad

n
w = Z dp; A dg'.
i=1

Vid kollum kortid sem lyst er hér ad ofan Darboux kortid. Sénnun & pessari
setningu ma finna i [6, p. 604-605]. Pessi nidurstada hefur { for med sér ad allar
samfléttar vioattur af sému vidd eru einsmoéta i grennd vid sérhvern punkt. Pad
er heegt ad notfeera sér diffurform almennt i Riemann rimfraedi til pess a0 maela
flatarméal 4 vidattu. P& hefur sveigja mikid a0 segja um hvernig flatarméaliod er
reiknad og pa er formid sem notad er alls ekki alltaf eins i grennd vid sérhvern
punkt 4 viddttunni.

Setning 1.18. Liatum w vera samfléttad diffurform & endanlegu vigursvioi V.
Skilgreinum iy : V — R,iy(w) = w(v,w) pé er vorpunin ¢ : V. — V* sem
skilgreind er med ¢(v) = iy einsmétun.

Sonnun: Synum fyrst ad ker(¢) = {0}. Latum v € ker(¢). Pa er ¢(v)(w) =
w(v,w) = 0 fyrir sérhvert w € V' en bar sem w er 6trkynjad pa verour v = 0.
En pad segir okkur ad vérpunin sé eintaek. Latum 7' € V* og {uy, ..., un} vera
hornréttan grunn fyrir vigurarmid V' b.e.

1. w(uj,u;) =1 fyrir 1 <i <n,
2. w(uy,u;) =0 fyrir ¢ # j.

Slikan grunn er heegt ad smida & svipadan héatt og { Gram—Schmidt adferdinni
sem skodud var i linulegri algebru. Skilgreinum svo ¢; = T'(u;). Pa er heegt
a0 skrifa vp = cjug + ... + ¢,un. Par sem w er linulegt form 1 fyrsta hnitinu
b4 faum vid ad ¢(v;) = T sem segir okkur ad vy = ¢~1(T'). En b4 er ¢ ataek
vorpun og pvi gagntaek. [l

Pad sem pessi setning segir okkur er ad vid getum samsvarad 1-diffurrformi
vid vigursvio. Pvi ef H : M — R er bjalt fall, pa er ytri afleida fallsins dH
1-diffurform. Ef w er samfléttad from pa er til 6tviraett akvardad vigursvid X
med pann eiginleika ad ix,, (V) = w(Xg, V) = dH(V) samkvaemt setningu[1.18]
hér ad ofan. Pegar vid forum ad skoda aflfraedi { sambandi vid pessi vigursvio
ba lysa flaedilinur vigursvidsins hreyfingu hlutarins.

Skilgreining 1.19. Vigursvidio X sem lyst er hér ad ofan kallast Hamilton-
vigursvid med Hamilton-falli H.



Petta er lykillinn ad samsvorun milli vigursvidsins sem lysir hreyfingu 4
vioattu vio Hamilton-fall sem vio skilgreinum. En na skulum vid skoda deemi
i evklidosku plani til pess a0 sannfaera okkur ad vid séum & réttri leid.

Ef M =R?" med wy = Y v, dg’ A dp; og Hamilton-fall H. P4 aetti

n

OH 0 O0H 0
XH_;(é’pi@qi " og opy’

en ef v = Z?:l(Aia%i + Bj%) er einhver vigur 1 fasartminu pa sjaum vio ad

. i 0 0

ix, (V) =wo(Xm, ;(Aiaqi + Bi@Toi))
" OH OH i 0 " 0

= Bi— 4+ A, —)=dH A — B;— ) =dH(v).
S+ a5 —an( 3l 3 ml) — it

Petta er { samresemi vid pad sem vid skodudum i fyrsta kafla. En ni getum
vi0 fundid hvernig hluturinn hreyfist med pvi ad vita i hvada stédu vido byrj-
um i og sé0 hvert hluturinn hreyfist med tilliti til Xz og fylgt svokdlludum
flaedilinum.

2 Aflfraedi Hamiltons & vidattum

Vid héfum nt lagt grunninn ad adalumraedunni. Vid getum pvi spurt hvernig
heegt sé ad samsvara Hamilton-falli vid hreyfingu & vidattu. DPegar litid er
& aflfreedi Hamiltons i evklivsku rami er studst vio fasartmio sem lysir 6llum
mogulegum st6dum og skridpunga. Vio viljum utvikka petta ram pannig ad pad
geti utskyrt hreyfingu hlutar 4 almennum vidattum, ekki einungis i evklidosku
rami.

Spurningin okkar felst i raun i ad vita hvada skoroum vid purfum ad beeta
vi0 fasartmio og hverju er nattarulegt ad gera raod fyrir. Nu skulum vid feera
rok fyrir pvi ad fasaram hlutar (nykursnertibundin) sem ferdast & almennri
vidattu dsamt samfléttudu diffurformi gefur okkur peer skordur sem vio 6skum
okkur.

Vid viljum geta samsvarad Hamilton-falli, sem lysir oft orku kerfisins, vid
vigursvid 4 fasaruminu. Petta er skynsamleg nalgun vegna bess ad vigursvidio
segir okkur hver breytingin & eiginleikum hlutarins er sem leidir okkur beint
ad breytingu & stadsetningu hlutarins.
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Vid viljum 1 fyrsta lagi ad e0lisfraedin okkar sé linuleg vegna bess ad 16gmal
Newtons eru linuleg. Svo vid viljum finna linulega vOrpun til pess ad samsvara
vigursvidi vio Hamilton-fall.

Annad sem aeskilegt er ad gera rad fyrir er ad stadbundin breyting 4 eigin-
leikum hlutarins setti adeins a0 vera had stadbundinni breytingu 4 Hamilton-
fallinu. Petta segir okkur ad vid sttum ad geta fundid stadbundna hreyfingu
hlutar med upplysingum fra dH. Vid viljum pvi geta tengt vigursvid Xy sem
lysir hreyfingu hlutarins vid dH sem er 1-diffurform. Stadbundid vigursvid sem
tengt er vio stadsetningu er stak { T M og 1-diffurform & vidattu M er stak {
T* M. Vid leitum pvi ad gagntaekri vorpun ¢ : TM — T*M, X — dH. Alika
fyrirbrigdi ma sjé { setningu [I.18]

Vid hofum ekki enn pa skodad hvada struktar hefur { for med sér geymni ork-
unnar. Pegar kerfid er geymid pa gefur H okkur heildarorku kerfisins. Geymni
orkunnar er pa jafngild pvi ad dH (V) = 0 begar V lysir hreyfingu hlutar.
Ef orkan er geymin pa er stadbundin breyting 4 orkunni ekki nein. Pad seg-
ir okkur ad dH(V) = w(V,V) = 0 fyrir 6ll vigursvid sem lysa breytingu &
astandi hlutarins. Jafnvel pott ekki 6ll vigursvid 1ysi hreyfingu hlutarins pa er
fyrir sérhvert stak (¢,v) i TM til astand & hlut sem hagar sér i grennd vid
betta astand eins og vigursvioid gefur til kynna. Pa verdur w ad vera mishverft
2-diffurform.

Seinasta skilyroid fyrir pvi ad vera samfléttad form sem vio hofum ekki
ennpé skodad er ad dw = 0. Asteedan fyrir pvi ad vid settum ad vilja pad er
ekki eins augljos. Vid hofum synt fram med setningu a0 allar samfléttadar
vioattur eru eins, med pvi ad skipta i hentugt hnitakerfi, { grennd vid sérhvern
punkt. Pessi setning gefur okkur margar ahugaverdar nidurstodur eins og setn-
ingu Liouville um flatarmal [6 p.536-538] sem segir til um vardveislu eiginleika.
Onnur ahugaverd nidurstada er Jacobi hlutleysa 4 Possion hornklofanum sem
segir til um frekari samhverfur { kerfinu en vid tokum bessar setnigar ekki fyrir

hér [1].

3 Hreyfing a perlu nidur keilu

Vid skulum skoda hreyfingu & perlu sem ferdast um i keilu sem hefur horn «
fra midju (sja4 mynd hér ad nedan).

Vid skulum gera rad fyrir pvi ad pad sé enginn ntningur & perlunni. Jafnvel
bott vid séum ad skoda verkefnid 1 R? ba erum vid 1 raun ekki med nema tveer
frjalsar breytur med tilliti til hreyfingar, p.e. perlan getur hreyfst upp eda
nidur keiluna og han getur hreyfst til vinstri eda haegri. Pad segir okkur ad
perlan ferdast & tviviori vidattu med 6 (stadsetningargrada) og r (fjarlegd fra
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oddpunkti keilu) sem breytur (sja& mynd . Hreyfingin & sér stad & tviviori
vioattu. Gerum nu rad fyrir ad perlan sé stadsett i fjarleegd rg fra oddpunkti,
med stadsetningargradu 6y og hornahrada €.

Mynd 4: Pverskurdur af keilu,
kraftar og hrodun. Mynd 5: Kort & keilu.

Skodum fyrst verkefnid fra sjénarhorni Newtons og svo med tilliti til Hamilton-
fallsins. Peir kraftar sem vid purfum ad athuga eru; pyngdarkrafturinn mg,
krafturinn sem keilan verkar & perluna R, midflsttakrafturinn mr sin(a)(%)?
og sidan krafturinn sem verkar & perluna samsida yfirbordi keilunnar m%.
Skrifum fyrst kraftana upp samsida z-d4snum og samsida y-asnum. Med pvi ad
taka tillit til pridja l6gmals Newtons pa faum vid vigurjéfnuna

(R - (o) = (77 () - )

sem er jafngild

Rsin(a) % cos(a) + g

(Rcos(a)) . ( sin(a) (4)% - %)) |

Vid getum svo athugad ad hverfipungi er vardveittur sem gefur okkur adra
jofnu, 7'2% = r%QO. Vid hofum pa prjar linulega 6hadar jofnur og prjar 6pekkt-
ar breytur (R, 0,r) sem gefur okkur neegilegar upplysingar til ad lysa kerfinu.

Vid getum reiknad ut kraftana samsioa keilunni og hornrétt 4 keiluna og
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fengio a0

de d?
gcos(a) =rsin’(a)(2)? — —, (2)
de
R — mgsin(a) =mrsin(«a) cos(a)(a)? (3)
Ein slik hreyfing er hringhreyfing en pad gerist ef % = 0. Su hreyfing feest
ef r(g—f)Q = m med jofnum , . Med 60rum ordum, ef perlan byrjar i

fjarleegd 1o fra oddpunkti keilunnar og byrjar med hornahrada

B g
I = \/ro sin(a) tan(a)’

pbé ferdast perlan i hringhreyfingu i fastri fjarleegd ro fra oddpunkti keilunnar
med fastan hornahrada §2y5. Ef upphafshradinn er annar en petta pa ferdast
perlan eftir sporbaug.

Skodum nii hvenig vid myndum leysa petta verkefni med adferdum Hamilt-
ons. P& skodum vid orku kerfisins i stad pess ad athuga hverjir kraftar pess
eru. P4 skulum vio skoda orku perlunnar. Hreyfiorka perlunnar er

7= (5 42 sin*(a)(5)?)

og stoouorka perlunnar er
U =mgrcosa+ C

par sem C er fasti. Pa er lagrange-fall skilgreint med L = T — U og Hamilton-
fall sem H =T 4 U. Athugum ad

oL dr
Pr = Qa5 - BT
ar ~ dt
L dé
Py = 29 = mr? sin2(a)a.
P4 getum viod skrifad Hamilton-fallio sem
P? P7

H(r,0,P,, Py) = —/— + —————— + mgrcos(a) + C.
( v Fo) 2m  2mr?sin?(a) g (@)
Nt getum vid notfeert okkur setningu [I.5] en hun segir okkur ad til ad finna

hreyfingu perlunnar pa getum vid leyst eftirfarandi diffurjofnur:
dr O0H dP, OH

dat ~ 0P, dt  or’
do _ OH dpy _ _OH
dt 0Py dt 00
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Skodum adeins tveer af pessum fjérum jofnum

ar) __oH

=2 4
dt a0 0 )
dr 0H P,
& 9n  m ©)
Jafna [4] gefur okkur ad
e dt(mr sin”(«) dt)' (6)

Par sem msin?(a) er fasti pa er 7’2?7? pad lika. Latum h = 7’2‘2—?. b4 er

P, = hsin?(a)m sem gefur okkur dsamt jofnu [5| hér ad ofan ad:
d?r  dP, P? (@)
m— = —— = —————— — mgcos(x
dt? dt  mr3sin?(a) g

h%?m? sin?(«)

m2r3sin?(a) g cos())
h?sin? o
= m(T — gcosa).
Sem gefur okkur svo loks ad
2 2 in2
dr:m—gcosa. (7)

dt? r3
Ef vio latum v = % bé getum vid skrifad

Er_ddr_dv_drdv_ dv
dt2  dtdt dt dtdr dr’
Latum svo A = h?sin a, B = gcosa. P4 verdur jafna hér ad ofan ad
dv d*r h%sin’a

U%:w:ngCOSOé:ﬁfB

b.e.
dv A
—=— —B. 8
Var T s (8)
En vid getum heildad badum megin vid jafnadarmerkid og margfaldad svo
med tveimur og fengio ad

1 1
v? = A(% - 1"72) —2B(rg—7)
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pbar sem rg er fjarleegd perlunnar fra oddpunkti keilunnar i upphafsstéou. Vid
getum svo einfaldad jéfnuna enn pa meira med pvi ad lata C' = T% + 2Brg og
0

bé verdur jafnan ad
A
v’ =C — — — 2Br.
r

Athugum ad perlan tekur hégildi eda laggildi pegar v = 0 sem vid getum leyst
fyrir r 1 jofnunni

0=Cr?— Ar—2Br? 9)

Ef vid skodum svo upprunalegu gildin 4 A, B og C og einfoldum jofnu [9] med
T

pvi ad lata z = ;. P4 faum vid jofnuna:
0

5 (’I“()Qg sin(«) tan(a) +1)a? 4 r0Q? sin(a) tan ()

=0
29 29

Pessa jofnu er haegt ad leysa med til deemis almennu lausnaformulu pridja
stigs jofnu sem leidir okkur ad minnstu og mestu fjarleegd fra oddpunkti keil-
unnar. Petta getur ba sagt okkur hvada sporbaug perlan ferdast um [7].
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